
 

 

《应用随机过程》第三次作业和参考答案 

对外经济贸易大学版本 

 

问题一：  

假设𝑊(𝑡), t ≥ 0为布朗运动，ℱt, t ≥ 0为该布朗运动的σ代数流。证明𝑊2(𝑡) − 𝑡是

鞅。 

参考答案：0 ≤ s ≤ t, 

     𝐸[𝑊2(𝑡) − 𝑡|ℱ(s)] 

= 𝐸[(𝑊(𝑡) − 𝑊(𝑠))2 + 2𝑊(𝑡)𝑊(𝑠) − 𝑊2(𝑠) − 𝑡|ℱ(𝑠)] 

= E[(𝑊(𝑡) − 𝑊(𝑠))2 − 𝑡|ℱ(𝑠)] + 𝐸[2𝑊(𝑡)𝑊(𝑠)|ℱ(𝑠)] + 𝐸[−𝑊2(𝑠)|ℱ(𝑠)] 

= [(𝑡 − 𝑠) − 𝑡] + 2𝑊(𝑠)𝐸[𝑊(𝑡)|ℱ(𝑠)] −  𝑊2(𝑠) 

= 𝑊2(𝑠) − 𝑠 

 

问题二： 

考虑一个在整数上的随机游动模型, 每一步的行走用随机变量ξn来表示，设向右

移动的概率为p < 1/2，向左的概率为1 − p。即：P(ξn = 1) = p,   P(ξn = −1) =

1 − p。记n步后的位置为Sn，即：Sn = 𝑆0 + ∑ ξi
𝑛
𝑖=1 ，其中S0 > 0为常数，表示初

始位置。令T表示随机游走第一次到达 0 或者N的时刻，即：T = inf {n:   Sn = 0 

或者 N}。提示：σ-代数流就当作Fn = 𝜎(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛)。 

(1) 证明：Mn = (
1−𝑝

𝑝
)

𝑆𝑛
为鞅 

(2) 证明：T 为停时 

(3) 利用鞅的停时定理，求P(ST = 0)和 P(ST = N) 

(4) 证明 Yn ≔ 𝑆𝑛 + 𝑛(1 − 2𝑝)为鞅 

(5) 计算E(T) 



 

 

参考答案：: 

(1)       E[Mn+1|ℱ(n)] 

= 𝐸 [(
1 − 𝑝

𝑝 )
S𝑛+1

|ℱ(n)] 

= (
1 − 𝑝

𝑝
)

S𝑛

𝐸 [(
1 − 𝑝

𝑝 )
ξ𝑛+1

|ℱ(n)] 

= (
1 − 𝑝

𝑝
)

S𝑛

[
1 − 𝑝

𝑝
× 𝑝 + (

1 − 𝑝

𝑝
)

−1

× (1 − 𝑝)] 

= (
1 − 𝑝

𝑝
)

S𝑛

 

= 𝑀n 

 So martingale. 

(2) T = inf{n: S𝑛 = 0 or S𝑛 = N},  

so {T = k} = {Si ≠ 0&N, for all i = 0,1, . . k − 1} ∩ {S𝑘 = 0 or S𝑘 = N} ∈  ℱ(n) , so T is a 

stopping time. 

(3) Since 𝑀n is a martingale, T is a stopping time, and: 

a. P{T＜∞} = 1 − P{T = +∞} = 1 − lim
𝑛→∞

1

2𝑛 = 1 

b. E[|Mn|] ≤ (
1−𝑝

𝑝
)𝑁 < +∞ 

c. lim
𝑛→∞

E[|M
n

|·]𝐼𝑇≥𝑛] ≤ lim
𝑛→∞

(
1−𝑝

𝑝
)

𝑁
× 𝑃{𝑇 > 𝑛} = 0 

Therefore, E[MT] = E[M0] 

⟹ {
(

1 − 𝑝

𝑝
)

N

𝑃{S𝑇 = 𝑁} + (
1 − 𝑝

𝑝
)

0

𝑃{S𝑇 = 0} = (
1 − 𝑝

𝑝
)

S0

𝑃{S𝑇 = 𝑁} + 𝑃{S𝑇 = 0} = 1

 

       ⇒ P{S𝑇 = 𝑁} =
(

1 − 𝑝
𝑝 )

S0

− 1

(
1 − 𝑝

𝑝 )
N

− 1

   𝑎𝑛𝑑   𝑃{S𝑇 = 0} = 1 − 𝑃(𝑆𝑇 = 𝑁) 

(4)      E[Yn|ℱ(n − 1)] 

= E[{S𝑛 + n(1 − 2p)|ℱ(n − 1)] 

= E[S𝑛|ℱ(n − 1)] + 𝑛(1 − 2𝑝) 



 

 

= S𝑛−1 + 𝐸[ξn] + 𝑛(1 − 2𝑝) 

= S𝑛−1 + 𝑝 − 1 + 𝑛(1 − 2𝑝) 

= S𝑛−1 + (𝑛 − 1)(1 − 2𝑝) 

= Y𝑛−1 

(5) Since Y𝑛  is a martingale, T is a finite stopping time, so E[YT] = E[Y0], 

⟹E[S𝑇 + 𝑇(1 − 2𝑝)] = E[S0] =  S0, 

⟹ 𝐸[𝑇] =
S0  − 𝑁 × 𝑃{S𝑇 = 𝑁} − 0 × 𝑃{S𝑇 = 0}

1 − 2𝑝
 

                =

S0 − 𝑁 ×
(

1 − 𝑝
𝑝 )

S0

− 1

(
1 − 𝑝

𝑝
)

N

− 1

1 − 2𝑝

⁄

 

 

问题三： 

假设ξn,k, 𝑛 = 1,2, , . . . , 𝑘 = 1,2, . . ..是独立同分布的随机变量，有有限的二阶矩，分

别记为μ = E(ξn,k), σ2 = 𝑉𝑎𝑟(ξn,k)。Galton-Watson branching 过程为： 

Z0: = 1, Zn+1: = ∑ ξn+1,k

Zn

𝑘=1

 

该过程的σ代数流为𝒢n ≔ σ(Zj: 0 ≤ j ≤ n), 𝑛 = 0,1,2, . .. 

证明M𝑛: = 𝜇−𝑛Z𝑛, 𝑛 = 1,2, . . ..是鞅。 

 

参考答案： 

     E[M(n + 1)|ℱ(n)] 

= 𝜇−(𝑛+1)𝐸 (∑ ξn+1,k
Zn
𝑘=1 |𝒢(n)) 

= 𝜇−(𝑛+1) ∑ 𝐸(ξn+1,k

Zn

𝑘=1

|𝒢(n)) 

= 𝜇−(𝑛+1)Zn𝜇 

= Mn 




